Wohlordnungen

Erinnerung: Eine Wohlordnung auf einer Menge X ist eine Totalordnung, fiir die jede nichtleere Teilmenge
ein kleinstes Element besitzt.

Satz: (Induktion tiber eine Wohlordnung) Fiir jede wohlgeordnete Mengefi )md jedes einstellige Pradikat

P gilt
(Vy € Xt P(y)) — P@—) Vo € X: P(x)].
Rekursionstheorem: Fiir jede wohlgeordnete Menge X und jede zweistellige Klassenfunktion F existiert
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eine eindeutige Funktion f mit Definitionsbereich X, so dass gilt:

Bemerkung: Eigenschaften der so konstruierten Funktion beweist man durch Induktion iiber die Wohl-
ordnung: Sei zum Beispiel P(x) ein Préadikat (eventuell mit Parametern) mit der Eigenschaft

Vz € X Vg Funktion auf X,: (Vy € Xeu: P(g(y))) — P(F(z,9)).

Mit Induktion folgt dann Vo € X: P(f(x)).

Beispiel: Sei Z eine Menge, so dass fiir jedes * € X und jede Funktion ¢ mit Bild(g) C Y gilt
Bild(F(z,g)) C Y. Dann gilt Bild(f) C Z.



Beweis des Rekursionstheorems: (Vgl. [Ebbinghaus Kap.VII Satz 1.2.)

Wir nennen eine Menge g einen Anfang, falls gilt:

g ist eine Funktion (also ihr Graph) und e

(%) Def(g) ist ein Anfangssegment von X und |/~
Vo € Def(g) (é(m) = F(.r,g|X_<y .

Diese Bedingung ldsst sich durch ein einstelliges Pradikat ¢(g) ausdriicken.

Behauptung 1: Je zwei Anfange g und ¢’ stimmen auf Def(g) N Def(g’) iiberein.
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X Behauptung 2: Die Menge Y := U Def(g) ist ein Anfangssegment von X.
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Behauptung 3: Das zweistellige Pradikat

Jg Anfang mit = € Def(g
oder (x ¢ Y und z = @

w(x,z) =

definiert eine Klassenfunktion.
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Nach dem Ersetzungsaxiom definiert w nun eine Funktion f mit Def(f) =Y.

Behauptung 4: f ist ein Anfang.
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Behauptung 5: Y = X.
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Wegen Behauptung 4 und 5 hat die Funktion f die gesuchte Eigenschaft.
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Die naturlichen Zahlen

Referenz: Ebbinghaus, Einfithrung in die Mengenlehre, Kap. V, §1-2

Definition: Wir setzen 0 := @ und Sz :=zU{z}. Na \ﬂ,\% vm X

Erinnerung: e Eine Menge [ heisst induktiv, wenn gilt Vo € I: Sx € I.

e Das Unendlichkeitsaxiom besagt: Es existiert eine induktive Menge I mit 0 € 1.

e [Es existiert eine eindeutige kleinste induktive Menge w mit 0 € w.

Proposition:
(@) ~Jrew: Sz =0. [ Mg umwmoﬂ/,g;(
(b) Vo € w: = ¢ x.
(c) w={0}U{Sz |z € w}.
)

(d) Fiir jede Formel ¢ mit freier Variable 2 (und eventuell mit weiteren Parametern) gilt
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Proposition:
(e) ViewVyex:yewANyCua.
(f) Ve ew: z Cw.
(g) Ve,y Ew: Sx =Sy —x=y. Sud e
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Peano-Axiome: Die Signatur besteht aus einem Konstantensymbol 0 und einem einstelligen Funktions-

symbol S. Die Axiome sind:
PA;: —-dz: Sx=0.
PA,: Vz,y: (Sx =Sy — xz =y).

PA;: Fiir jede Formel ¢ mit freier Variable x (und eventuell mit weiteren Parametern) gilt

©(0) A (Va:: (p(z) — go(Sa:))) — (V:c: gp(:c))

—

Satz: ZF F (w,0,5) ist ein Modell von PA.
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Proposition:
(h) Ve cw:z=0V0€u.
(i) Vo € wVy € x: Sy € Su.
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Satz: Die Relation € induziert eine strikte Wohlordnung auf w.
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Proposition: Mit 1 := S0 existieren eindeutige zweistellige Verkniipfungen

Tty
WXw—w, (r,y)—=< z-y=u1xy
xy

r+0 =a | 2+Sy = S(x+y) }
-0 =0 x-Sy = z-y+uw

so dass fiir alle z,y € w gilt
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Bemerkung: Diese Rechenoperationen sind damit zwar von aussen eingefiihrt, die Relation z +y = 2
beziehungsweise xy = z lisst sich aber nicht durch eine Formel alleine mit der Signatur (0, S) ausdriicken.
Darum erweitert man in der mathematischen Logik die Signatur zu (0,5, +,-) und fiigt die obigen vier
Eigenschaften von + und - zu den Peano-Axiomen hinzu.



Diese Verkniipfungen besitzen die folgenden Grundeigenschaften:

Proposition: Fiir alle z,y, z € w gilt:

uma”\ Tty =yt r-y = y-x StE — v g7 | g0 — 1
0""“'). z—i—(y-i—z) = (IB-I-y)—I—z x(yz) = (:Cy)z - — 1
BL_\_,/ O+z = x l-z =z (xy)* = a*-y* | o ==
0 #1 r-(y+z) =zx-y+a-z = (av) 1" =1
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